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ZUSAMMENFASSUNG 
Es wird ein zweifach zusammenh~ingender ( ichtplanarer) Graph angegeben, der 
keine zwei Knotenpunkte besitzt, so dab jeder l~ingste Kreis des Graphen durch 
wenigstens einen der beiden Knotenpunkte geht. 
Bekanntlich gibt es Graphen (z.B. der Petersensche Graph von 
Figur 1) G, die folgende Eigenschaft besitzen: 
1. Gist zusammenhiingend, 
2. Zu beliebig vorgegebenem Knotenpunkt X aus G gibt es einen liingsten 
Kreis (ein Kreis, der maximal viele Knotenpunkte nth/ilt), der X nicht 
enthiilt. 
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FIGUR 1 
Auf der Tagung fiber Graphentheorie in Tihany 1966 formulierte 
T. Gallai das folgende Problem [1]: 
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Ist es wahr, daft es in jedem endlichen zusammenhiingenden Graphen G 
einen solehen Knotenpunkt gibt, der in allen liingsten Wegen liegt ? 
Diese Frage wurde in [2] negativ beantwortet. 
Figur 2 zeigt einen Graphen, in dem es keinen Knotenpunkt gibt, der in 
allen liingsten Wegen liegt. 
FIGUR 2 
Auf der gleichen Tagung formulierte H. Sachs das folgende Problem: 
Ist es wahr, daft es in jedem dreifach zusammenMingenden Graphen G 
zwei Knotenpunkte X und Y derart gibt, daft jeder liingste Kreis yon G 
wenigstens einen der beiden Knotenpunkte X oder Y enthiilt ?
Im folgenden werden wir einen Graphen G konstruieren, der folgende 
Eigenschaft hat: 
1. G ist zweifach zusammenhiingend, 
2. Zu zwei beliebig vorgegebenen K otenpunkten X und Y gibt es in G 
einen liingsten Kreis K(X, Y), der weder X noch Y enhiilt. 
Zum Beweis dieser Behauptung ben6tigen wir den folgenden Hilfssatz, 
dessen Beweis in [2] nachzulesen ist. 
HILFSSATZ 1. Zu jedem Knotenpunkt 'X des Gebildes G' yon Figur 3 
gibt es einen ldngsten Weg W(X), der zwei der drei Kantenansiitze A, B, C 
verbindet, ohne X zu enthalten (m.a.W. zu jedem Knotenpunkt X aus G' 
gibt es einen Kantenansatz K(G', X) und einen l~ingsten Weg W(G', X) 
derart, dab W(G', X) weder X noch K(G', X) enth~ilt). 
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Zun~chst beweisen wir noch den folgenden 
HILFSSATZ 2. Zu zwei beliebig vorgegebenen Kanten des Petersenschen 
Graphen P (Figur l) gibt es einen ffingsten Kreis, der keine der beiden 
Kanten enthgilt. 
kfirzen die unten angegebenen l~ingsten Kreise von P BEWEIS. Wir 
wie folgt ab: 
A = (10, 13, 4, 5, 6, 11, 15, 8, 9, 10), 
B = (10, 12, 11, 15, 14. 4, 5, 7, 9, 10), 
C = (10, 13, 14, 8, 7, 6, l l ,  2, 1, 10), 
D = (13,4 ,3 ,2 ,  15, 8,7, 6, 12, 13), 
E = (13, 14, 8, 7, 5, 3, 2, 11, 12, 13), 
F= (1, 3, 4, 14, 15. 11,6,7,9,  1), 
G = (1, 3, 5, 6, 11, 15, 14, 13, 10, 1), 
H = (1, 3, 4, 14, 8, 7, 6, 12, 10, 1), 
I=(1 ,2 ,  11,6,5,4,  14,8,9, 1), 
J = (1, 2, 15, 14, 4, 5, 6, 12, 10, 1). 
Nun geben wir zu zwei beliebig vorgegebenen Kanten einen der obigen 
1/ingsten Kreise an, der diese beiden Kanten nicht enth~ilt: 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
1 A A E D B A B D D D A B A E 
2 A A G F B A B G F H A B .4 H 
3 A A C C B A B C I J A B A I 
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Wegen der Symmetrie yon P braucht man die anderen M/Sglichkeiten 
nicht mehr zu betrachten. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 
Ersetzt man nunmehr jeden Knotenpunkt des Petersenschen Graphen P 
durch ein Gebilde G' yon Figur 3, dann hat der so entstehende Graph G die 
Eigenschaft, zu zwei beliebig vorgegebenen Knotenpunkten X, Y einen 
liingsten Kreis k(X, Y) zu besitzen, der weder X noch Y enthiilt. 
BEWEIS. Wir unterscheiden zwei F~ille: 
1. X und Y geh~Sren demselben Gebilde G' (Figur 3) an: Sei t der 
Knotenpunkt von P, in den G' eingesetzt wurde. Da es zu beliebigen. 
Knotenpunkt t von P einen l~ingsten Kreis gibt, der t nicht enth~ilt, gibt 
es in G einen 1/ingsten Kreis k(X, Y), der keinen Knotenpunkt von G' 
enth~ilt, also auch weder X noch Y enth~ilt. 
2. X und Y geh~Sren verschiedenen Gebilden G' bzw. G" (Figur 3) an: 
Nach Hilfssatz 1 k~Snnen wit X (bzw. Y) einen Kantenansatz K(G', X) 
(bzw. K(G", Y)) und einen l~ingsten Weg W(G', X) (bzw. W(G", Y)) von G' 
(bzw. G") derart zuordnen, dab W(G', X) (bzw. W(G", Y))weder X 
(bzw. Y) noch K(G', X) (bzw. K(G", Y)) enth~ilt. Den Kantenans~itzen 
K(G', X) (bzw. K(G", Y)) entsprechen zwei Kanten yon P, die auch 
ggf. zusammenfallen k~Snnen. Nach Hilfssatz 2 gibt es zu zwei beliebig 
gew/ihlten Kanten von P einen l~ingsten Kreis, der keine der beiden Kanten 
enth~ilt. Somit finden wir in G zu den beiden Knotenpunkten X und Y 
einen 1/ingsten Kreis k(X, Y), der weder X noch Y enth/ilt. 
Damit haben wir einen Graphen G gefunden, der die geforderten 
Eigenschaften hat, denn der zweifache Zusammenhang von Gist offenbar. 
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